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DUALE VERHALTNISSE BE1 REGULAREN AUSZEREN UND 
REGULAREN INNEREN LI-KAPAZITATEN 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of December 16, 1973) 
$ 1. Die Klasse P(E) aller Teilmengen einer Menge (eines abstrakten 
Raumes) E enthalte eine Teilklasse H(E), welche ein (0; 0, 6)-System sei, 
was heiBen solI: 
lo die leere Menge 0 E H(E) ; 
2’ H(E) ist abgeschlossen ftir abzlihlbar unendliche Summationen; 
3” H(E) ist abgeschlossen fiir abztihlbar unendliche Intersektionen. 
[Komplementbildung bleibt aul3er Betracht.] 
Definition. Eine &upere H-Kapazitiit C*, definiert fiir die Mengen 
von P(E), mit Werten in R+, hat die Eigenschaften: 
I. aus X C Y mit X, Y E H(E) folgt C*(X)IC*( Y); 
II. aus Xl~.&~ . ..z..La . . . . jeder Menge X, E H(E) folgt n X, E 
EH(E) mit 
C*(n X,) = inf C*(X,) ; 
III. aus Xi&Xa&...LX,G . . . . jeder Menge Xn E P(E) folgt u X, E 
EP(E) mit 
c*(U X,)= sup C*(X,) oder lim C*(X,). 
Die aul3ere H-Kapazitiit C* heil3t H-regullir, wenn a,uBerdem gilt: 
IV. aus X E P(E) folgt die Regularit&tseigenschaft : 
C*(X) = inf aller C*(Y) bei Y 2 X und E H(E). 
Bemerkung. Aus IV. und I. folgt die Giiltigkeit von I. mit P(E) 
anstatt H(E). 
Eigenschaft. Die Eigenschaft III. ist eine Folgerung der Eigen- 
schaften I., II., IV. und der Eigenschaft: 
III”is. aus XigXzg... cX,g . . . . jeder Menge X,, E H(E) folgt 
U X, E H(E) mit 
c*(u X,) = sup C*(X,) oder lim C*(X,). 1) 
1) Umgekehrt folgt IIIbis. aus III. (ohne IV.). 
13 Indagationes 
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Beweis. Aus der Annahme in III. folgt X G u X, ef’(E) mit c*(X) 
endlich. 
Nach IV. und II., I. gibt es fur jedes n ein 7,2X,, E H(H) mit 
C*(X,) = C*( yn). Mit Hn’ = 7, n Hn+l n . . . ist dann Yn’ E H(E), X, 2 
& Pn’ 2 H, und C*(X,) = C*( H,‘) = C*( H,), wodurch Hi’ & Ha’ & . . . eine 
Folge von Mengen aus H(E) ist, fur deren Summe S gilt: 
(1) 
1 
S E H(E), S 2 X= 6 X, und C*(X)rC*(S) =I?*( 6 H*‘) = 
n-1 n-1 
= (Eig. IIPs.) sup C*( TN’) = sup C*(X,). 




(2) sup c*(x,) I c*(x). 
AUS (1) und (2) folgt die Gleichheitsrelation in III. 
Folgerung. In P(E) sei ein (0; 0, @-System H(E) enthalten, fur 
dessen Mengen eine Mengenfunktion C, mit Werten in R+, definiert sei 
mit den weiteren Eigenschaften : 
0~. aus X C Y mit X, Y E H(E) folgt C(X) 5C( Y); 
8. ausX1zX21...zXX,> 
= infC(X,); - - 
. . ., jeder Menge X, E H(E) folgt C(n X,) = 
. ausXiCXsC...gX,g . . . . 
= YBup (7(x,).- - 
jeder Menge X, E H(E) folgt C(U X,) = 
AuBerdem sei jede Menge in P(E) iiberdeckbar durch eine Menge in H(E). 
Nun la& C sich immer erweitern zu einer H-regularen augeren H- 
Kapazitlit C*, wobei also C* E C fiir die Mengen von H(E), wiihrend 
fur jede Menge in P(E) definiert sei : C*(X) =inf aller C(Y) bei Y 2 X 
und E H(E). 
Also : 
Bei P, H und C wie in der Folgerung angegeben ist die zugehiirige 
Erweiterung C* von C immer eine H-reguliire BuBere H-Kapazitat fiir 
die Mengen von P(E). Umgekehrt liefert die Einschrankung einer H- 
reguliiren LuBeren H-Kapazitat C* zu den Mengen von H(E) eine endlich- 
wertige nicht-negative Mengenfunktion C mit den Eigenschaften CL, /?., y. 
$ 2. E, P, H und C wie in $ 1. 
Definition. Eine zu C korrespondierende H-regulare innere H- 
KapazitSCt C, sei fti eine Menge X E P(E) defhiert mittels : 
C,(X)= sup C(Y) fiir alle Y & X, E H(E). 
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Eigenschaft. Fiir X E P(E) ist C,(X)$C*(X). 
Definition. X E P(E) heil3t H(E)-kqazWerbar bei C,(X)=C*(X). 
Eigenschaft. Jede Menge X E H(E) ist H(E)-kapazitierbar mit 
C*(X) = c*(x) = C(X). 
Eigenschaft. Die Summe u X, einer Folge Xi 2 . . .E X, & . , . von 
H(E)-kapazitierbaren Mengen ist ebenfalls H(E)-kapazitierbar. 
Beweis. Jedes X, ist H-kapazitierbar. 
C*(U X,)= (III. in 3 1) sup C*(X,) 
= (2e Def. von $ 2) sup C,(X,) 
= ( le Def. von $ 2) sup [sup C(Y) fur alle Y G X,, E H(E)ln ieat 
= (Bemerkung in Q 1) sup [C(X) fur alle X & u X,,, E H(E)ln variabel 
= (le Def. von $ 2) C,(u X,), 
also (2e Def. von 5 2) u X, H-kapazitierbar. 
Definition. Die im vorigen schon eingeftihrte Benennung von C(X) 
fur den gemeinsamen Wert von C,(X) und C*(X) bei X E H(E) lLl3t sich 
erweitern zu allen H(E)-kapazitierbaren Mengen X E P(E). 
Einfaches Beispiel von H-Regularitlt von C*. In einem 
beschrllnkten Bereiche von R, sei P(E) die Klasse aller Teilmengen von E; 
H(E) sei die Klasse aller Borel-Mengen; C(X), bei X E H(E), sei das 
Borel-Ma9 von X; bei X E P(E) sei C*(X) = infC( Y) bei Y 2 X und 
E H(E). Dann wird die Regulatitatseigenschaft IV. fiir die Mengen von 
P(E) erfiillt ebenso wie I., II., IIP. (Ein analoges Beispiel mit analy- 
tischen Mengen und Lebesgue-Ma9 in R+) 
fj Ibis. H(E) sei ein (0 ; 0, 8)-System wie in $ 1, Anfang. 
Definition. Eine innere H-Kapazitlit C,, detlniert fiir die Mengen 
von P(E) (P(E) wie in 0 l), mit Werten in R+, hat die Eigenschaften: 
T. aus X C Y mit X, Y E H(E) folgt C,(X) sC,( Y); 
If. aus XigXzg...LX,g . . . . jeder Menge X, E H(E) folgt u X,, E 
E H(E) mit 
c*w A) = sup C*(X,) ; 
III. au8 Xi~Xz~....~X,~ . . . . jeder Menge X, E P(E) folgt n X, E 
E P(E) mit 
C,(n X,)= infC,(X,) oder lim C,(X,). 
Die innere H-Kapazitat C, heil3t H-regul&r, werm aukdem gilt: 
Iv. aus X E P(E) folgt die Regularitiitseigenschaft : 
C,(X) =sup aller C,(Y) bei Y g X und E H(E), 
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Bemerkung. AUS Iv. und T. folgt die Giiltigkeit von -f mit 
P(E) anstatt H(E). 
Eigenschaft. Die Eigenschaft III. ist eine Folgerung der Eigen- 
schaften T.., a., Iv. und der Eigenschaft: 
mis. aus Xl2 Xz 2 . . . 2Xx,1 . . . . jeder Menge X, E E(E) folgt 
- 
- 
n X, E H(E) mit 
C,(n X,)= inf C,(X,) oder lim C,(X,). 2) 
Beweis. Aus der Annahme in IT. folgt X = n X, E P(E) mit C,(X) 
endlich. 
Nach Iv. und H., T. gibt es ftir jedes n ein B, E &, E B(E) mit 
C*(Xn)=C,(Pn). Mit Fm’= 7, u Fn+l u . . . ist dann 7, EH(E), X, 2 
2 yn’z 7% und C,(X,)=C,(P,‘)=C,(H,), wodurch Ti’z H2’2 . . . eine 
Folge von Mengen aus B(E) ist, fiir deren Produkt s gilt: 
(3) 
i 
~EH(E), s&x= fix, und C,(iE)rC,(.s)=C*( fi 7,+ 
0-l n-1 
= (Eig. IIIbis.) inf C,( Fn’) = inf C,(X,). 




(4 inf C*(X,)BC*(X). 
Aus (3) und (4) folgt die Gleichheitsrelation in III. 
Folgerung. In P(E) sei ein (0; 0, 8)-System H(E) enthalten, fiir 
dessen Mengen eine Mengenfunktion C, mit Werten in R+, deflniert sei 
mit den weiteren Eigenschaften : 
0~. aus X C Y mit X, Y E H(E) folgt C(X) sC( Y) ; 
B* ausXizX22 . ..zX.I . . . . - jeder Menge X, E H(E) folgt C( n X,) = 
= inf C(X,) ; 
. ausXrCX2&...gX,E . . . . 
=ysup c(x,).- 
jeder Menge X, E H(E) folgt C(U X,) = 
AuBerdem sei jede Menge in P(E) iiberdeckbar duroh eine Menge in H(E). 
Nun k&t C sich immer erweitem zu einer H-regularen inneren H- 
Kapazitlit C,, wobei also C, = C fti die Mengen von H(E), w&rend 
fti jede Menge in P(E) definiert sei: C,(X) = sup aller C(Y) bei Y & X 
und EIZ(E). 
2) Umgekehrt folgt Ti’Tbis. aus ilT. (ohne m.). 
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Also : 
Bei P, H und C wie in obiger Folgerung angegeben ist die zughijrige 
Erweiterung C, von C immer eine H-reguliire innere H-Kapazitldt fiir 
die Mengen von P(E). Umgekehrt liefert die Einschrankung einer H- 
reguliiren inneren H-Kapazitat C, zu den Mengen von H(E) eine endlich- 
wertige nicht-negative Mengenfunktion 0 mit den Eigenschaften CL, /?., y. 
$ 2bis. E, P, H und C wie in $ Ibis. 
Definition. Eine zu C korrespondierende H-regulke liuBere H- 
Kapazitiit C* sei fur eine Menge X E P(E) definiert mittels: 
C*(X)=inf C( Y) fti alle Y 1 X, E H(E). 
Eigenschaft. Fur X E P(E) ist C*(X)rC,(X). 
Definition. X E P(E) hei& H(E)-kqmzitierbar bei C*(X) =17,(x). 
Eigenschaft. Jede Menge X E H(E) ist H(E)-kapazitierbar mit 
c*(x)=c*(x)=c(x). 
Eigenschaft . Das Produkt n X, einer Folge Xi 2 . . .1_ X, 2 . . . von 
H(E)-kapazitierbaren Mengen ist ebenfalls H(E)-kapazitierbar. 
Beweis . Jedes X, ist H-kapazitierbar. 
C,(nX,) = (III. in 0 1bfB) inf C,(X,) 
= (2e Def. von $ 2”‘s) inf C*(X,) 
= ( le Def. von $ 2bis) inf [inf C(Y) fiir alle Y 2 X, E H(E)ln test 
= (Bemerkung in $ Ibis) inf [C(X) fti alle X2 n Xla, EH(E)]~ vlvhbl 
= (le Def. von 0 2bifJ) C*(n X,), 
also (2e Def. von Q 2bis) n X, H-kapazitierbar. 
Definition. Die im vorigen schon eingefiihrte Benennung von C(X) 
ftir den gemeinsamen Wert von C*(X) und C,(X) bei X E H(E) lli13t sich 
erweitern zu allen H(E)-kapazitierbaren Mengen X E P(E). 
Einfaches Beispiel von H-Regularitat von C,. R,, P(E), 
H(E) wie im Beispiel von zj 2. Bei X E H(E) sei C(X) wieder das Borel- 
Ma13 von X; bei X E P(E) sei C,(X)= sup C(Y) bei Y 2 X und E H(E). 
Dann wird die Regularitatseigenschaft Iv. ftir die Mengen von P(E) 
erfiilt ebenso wie I.., n., mb”. (Ein analoges Beispiel mit analytischen 
Mengen und Lebesgue-Mal3 in Rn.) 
$ 3. Der Inhalt der Par. 1 und 2 und der der Par. lb& und 2bu 
sind absichtlich unabhlngig voneinander gehalten. 
Durch Zusammennahme der Folgerungen in 5 1 und $ ibis einerseits, 
der dritten Eigenschaften der Par. 2 und 2bis andererseits entsteht das 
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Theorem: In P(E) sei die Teilklasse H(E) ein (0; (T, 8)-System, fur 
dessen Mengen eine Mengenfunktion C, mit Werten in R+, definiert sei 
mit den weiteren Eigenschaften : 
0~. aus X C Y mit X, Y E H(E) folgt C(X)sC( Y); 
b aus Xiz...zX,1..., - jeder Menge X, E H(E) folgt C(n X,)= 
= inf C(X,) ; 
. aus XrG...LX,C . . . . 
= ysup C(X,). 
- jeder Menge X, E H(E) folgt C(U X,) = 
AuSerdem sei jede Menge in P(E) iiberdeckbar durch eine Menge in H(E). 
Konklusionen 
C la& sich auf zweierlei Art erweitern, und zwar: lo zu einer fur die 
Mengen von P(E) H-regularen iiul3eren H-Kapazitiit C*, 2” zu einer fur 
die Mengen von P(E) H-regularen inneren H-Kapazitiit C,; dabei ist 
also C* = C, = C fiir die Mengen von H(E), und C*=inf aller C(Y) 
bei Y 2 X und E H(E), C,=sup aller C(Y) bei Y & X und E H(E) fiir 
die Mengen X von P(E). 
Die Mengen von P(E) mit C*= C, bilden ein (0; (T, 8)-System a(E) 2 
2 H(E), wobei fiir c den gemeinsamen Wert von C* und C, fiir die 
Mengen von B(E) folgt: 
6. aus X C Y mit X, Y E B(E) folgt 6(x)16’(Y); 
B* aus Xiz...3Xn1 . . . . - jeder Menge X, E a(E) folgt c(n X,) = 
= inf C(X,) ; 
-. aus Xi&...&X,C . . . . 
=Llp C(X,). 
- jeder Menge X, E B(E) folgt 6(u X,)= 
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